
【中学⽣向け】 

中学⽣時点では余弦定理を習っていないため、不等式証明に焦点を当てて問題を作成致しました。 

 

問題案 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ポイント 

まず(1)で円周率の定義に⽴ち返ってもらい、証明のヒントを得るように仕向けます。 

 

次に(2)で段階を踏みながら証明をしていきます。 

 

(i)では、正六⾓形が 1 辺 1 の正三⾓形が 6 つ集まってできたものだと考えることができれば、1

×6＝6 と求めることができます。図を描くことの重要性も(i)で⽣徒さんに得て欲しいものになり
ます。その後、内接する多⾓形の外周は円周よりも⼩さい、という事実について簡単に説明して
もらい、(iii)において６＜2πという不等式を⽴ててもらえるように誘導します。難易度としては
やや⾼いですが、東⼤⼊試が中学⽣にも⼗分に解けるものになりました。	

	
（略解）	

(1) 円周率は、円の直径と円周の⻑さの⽐率である。 
(2) (i) 6 

(ii)半径 1 の円の円周の⽅が⻑い。 
(理由)ある 2 点を結ぶ線の⻑さが最も短くなるのは、その線が真っ直ぐの線分である時で
ある。よって、正六⾓形のそれぞれの頂点について、線分でそれらを繋いでいる正六⾓形
と、曲線で繋いでいる円とを⽐較すると、円の⽅が周りの⻑さが⻑くなるから。 

(iii)半径 1 の円の円周の⻑さは 2π。よって、(i)(ii)より、6<2π。両辺 2 で割って、3<π。よ 
って円周率は 3 より⼤きいことが証明された。 

 
 
 
 
 

円周率πが 3 より⼤きいことを証明します。次の問題に答えなさい。 
(1) 円周率の定義を簡単に述べて下さい。 
(2) 半径 1 の円と、その円に内接する正六⾓形を考えます。 
(i)この正六⾓形の辺の⻑さの和を求めなさい。 

 (ii)この正六⾓形の辺の⻑さの和と半径 1 の円の円周とでは、どちらの⽅が⻑ 
いですか。理由とともに答えなさい。 

 (iii)円周率が 3 より⼤きいことを証明しなさい。 



【⾼校 1年⽣〜2年⽣向け】 

⾼校 1 年⽣〜2 年⽣年⽣の⽣徒さんであればこの問題を解く上での知識は⼗分にあるとは思いま
すが、やはり先ほどの模範解答のような解答過程を 0 から導くのはこの時点では中々難しいかも
しれません。そこで、以下のように問題を分解してみます。 
 
問題案 

 
 
 
 
 
 
 
ポイント 

(1)では中学⽣の⽣徒さん向けの問題同様に円周率の定義を述べてもらった上で、(2)では円の円
周が正⼋⾓形の外周より⼤きいことを暗に仄めかしつつ証明へ誘導します。(ii)がやや難し過ぎる
かも知れない…と考えられる場合(特に 1 年⽣の⽣徒さんへの出題の際)は、(ii)の⽂⾔に「円の円
周が正⼋⾓形の外周より⼤きいことを利⽤して」と付け加えると難易度を調整できます。 
 
また、三⾓⽐等の定期考査にて⽤いられる場合は、(2)の(i)への誘導として「等しい 2 辺の⻑さが
1、その 2 辺の成す⾓度が 45°である⼆等辺三⾓形を考える。残りの 1 辺の⻑さを求めよ」とい
う問題を付け加えることで、三⾓⽐の知識(余弦定理)を⽤いることを明⽰できます。 
 
（略解）	

(略解)  

(1) 円の直径と円周の⻑さの⽐率 

(2)  

(i) 半径 1 の円と、それに内接する正⼋⾓形を考える。 

   正⼋⾓形の 1 辺を AB とおき、円の中⼼を O とおくと 

   ∠AOB＝45°, OA＝OB＝1。よって、余弦定理より 

   AB＝!𝑂𝐴! + 𝑂𝐵! − 2𝑂𝐴・𝑂𝐵𝑐𝑜𝑠45° 

     ＝.2 − √2 

   よって、この正⼋⾓形の外周の⻑さは 8.2 − √2。 

  (ii) (i)で求めた値は、半径 1 の円の円周 2πより⼩さいので、 

   8.2 − √2 < 2𝜋 ⟺	4.2 − √2 < 𝜋 

次の問いに答えよ。 
(1) 円周率の定義を簡単に述べよ。 
(2) 半径 1 の円と、その円に内接する正⼋⾓形を考える。 
 (i)この正⼋⾓形の外周の⻑さを求めよ。 
 (ii)π>3.05 を証明せよ。ただし、√2 = 1.412…	 を⽤いても良い。 

O 

A B 



   これより、4.2 − √2 > 3.05 を⽰せば題意は満たされることとなる。 

   両辺ともに正の数であるので、両辺を 2乗し、16<2 − √2= > 3.05! = 9.3025 。この不等式 

が成⽴することを証明すれば良い。 

√2 < 1.42であるので、16<2 − √2= > 16 × (2 − 1.42) = 9.58。よって、 

16<2 − √2= > 9.58 > 3.05!となり、確かに 4.2 − √2 > 3.05である。 

以上より題意は満たされる。 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



【⾼校 3年⽣向け】 

⾼校 3 年⽣に対しての出題の際は、原⽂そのままで出題されても良いと思われます。少しレベル
を落とす際は、先ほどの⾼ 1〜2 の例の(2)のみ出題するなどしても良いかも知れません。また、
少しレベルを上げる際は、以下のような出題も考えられます。 
 
問題案 

 
 
 
 
 
 
ポイント 

ガウス積分を利⽤した出題になります。(1)でまずガウス積分の特殊形である∫ 𝑥"(1 − 𝑥)#𝑑𝑥$
%  

を計算してもらいます。 

その後(2)では、この積分区間[0, 1]において ∫ &!($(&)!

$*&"
𝑑𝑥$

% < ∫ 𝑥+(1 − 𝑥)+𝑑𝑥$
%  であることを利⽤

して両辺を計算してもらいます。この時、∫ &!($(&)!

$*&"
𝑑𝑥$

% = !!
,
− 𝜋, ∫ 𝑥+(1 − 𝑥)+𝑑𝑥$

% = $
-.%
, となり、 

!!
,
− 𝜋 < $

-.%
⟺ 𝜋 > 3.1412… > 3.05 という結果を出すことができます。 

(1)∫ 𝑥"(1 − 𝑥)#𝑑𝑥 = "!#!
("*#*$)!

$
%  を証明せよ。 

(2)	 ∫ &!($(&)!

$*&"
𝑑𝑥$

% 	 の結果を利⽤し、π>3.05 を証明せよ。 


